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ЗОБРАЖЕННЯ НАПIВГРУПИ T2 × T2 НАД ПОЛЕМ
ХАРАКТЕРИСТИКИ ДВА
Ця робота присвячена вивченню задачi про зображення напiвгрупи T2 × T2 у модулярному випадку,
тобто у випадку, коли характеристика поля дiлить порядок напiвгрупи. Ця робота продовжує дослi-
дження багатьох математикiв, таких як Башев В. А., Бондаренко В. М., Бреннер С., Дрозд Ю. А.,
Кругляк С. А. та iн., якi дослiджували зображення груп у модулярному випадку. В роботi доводиться,
що напiвгрупа T2 × T2 має дикий зображувальний тип.
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Вступ
Вiдомо, що групова алгебра є напiвпростою,
якщо характеристика поля не дiлить порядок гру-
пи. Ситуацiя ускладнюється у так званому моду-
лярному випадку — коли характеристика поля дi-
лить порядок групи. У такому випадку задача про
зображення майже всiх груп є дикими. Першою
роботою на цю тему була робота Башева. У своїй
роботi [1] вiн довiв, що така задача про опис зобра-
жень групи C2 × C2 ручна. Ця стаття присвячена
дослiдженню зображень напiвгруп у модулярному
випадку. Дослiджується задача про зображення на-
пiвгрупи T2 × T2, де T2 — це напiвгрупа всiх вiд-
ображень двоелементної множини в себе. Ця зада-
ча є природним продовженням попереднього дослi-
дження, оскiльки напiвгрупа T2×T2 мiстить iдеал,
фактор за яким iзоморфний C2 × C2 ∪ {0}.
Нехай T — деяка напiвгрупа, тобто множина з
визначеною на нiй асоцiативною бiнарною опера-
цiєю. I нехай задано деяке базове поле k. Тодi зо-
браженням напiвгрупи розмiрностi n називається
довiльний гомоморфiзм ϕ: T →Mn(k), де Mn(k)
позначає множину всiх квадратних матриць поряд-
ку n над полем k. Два зображення ϕ та ϕ˜ називаю-
ться еквiвалентними, якщо iснує оборотна матриця
S ∈ GLn(k) така, що для всiх t ∈ T виконується
ϕ(t) = S−1ϕ˜(t)S.
Далi в цiй статтi поле k буде полем характери-
стики два i ми будемо вивчати зображення напiв-
груп над цим полем.
Нехай T2 — напiвгрупа всiх вiдображень двоеле-
ментної множини M = {1, 2} в себе. Вона склада-
ється з чотирьох елементiв T2 = {f0, f1, f2, f3},
f0(1) = 1, f1(1) = 2, f2(1) = 2, f3(1) = 1,
f0(2) = 2, f1(2) = 1, f2(2) = 2, f3(2) = 1.
З наступною табличкою множення (при компо-
зицiї fg першим виконується f ):
f0 f1 f2 f3
f0 f0 f1 f2 f3
f1 f1 f0 f2 f3
f2 f2 f3 f2 f3
f3 f3 f2 f2 f3
Елементи {f0, f1} утворюють пiдгрупу, яка iзо-
морфна циклiчнiй групi C2 = S2, яка є групою
перестановок множини M . Необоротнi елементи
f2, f3 утворюють iдеал напiвгрупи, який ми позна-
чимо J . При цьому, T2/J ' C2 ∪ {0}.
Розглянемо напiвгрупу
Tn2 = T2 × . . .× T2︸ ︷︷ ︸
n
.
Вона мiстить iдеал J (n), який складається з та-
ких n-ок, що хоча б на одному мiсцi стоїть необо-
ротний елемент, а Tn2 \J (n) = Cn2 є пiдгрупою обо-
ротних елементiв. При цьому Tn2 /J (n) ' Cn2 ∪{0}.
Отже, зображувальний тип напiвгрупи Tn2 тiсно по-
в’язаний з зображувальним типом групи Cn2 .
c© Дяченко С. М., 2009
10 НАУКОВI ЗАПИСКИ. Том 87. Фiзико-математичнi науки
Зображення скiнченних груп у модулярному ви-
падку вивчалися багатьма авторами [1]–[4]. В цих
роботах доведено, що група C2 скiнченного типу,
C2 × C2 – ручного типу, а Cn2 дика для n > 2.
Iз цих результатiв випливає (оскiльки Tn2 /J (n) =
= Cn2 ∪{0}), що Tn2 має дикий зображувальний тип
при n > 2.
Зауваження. У роботi [4] доведено, що група
Cp × Cp, для p простого, має дикий зображуваль-
ний тип. Звiдси випливає, що Tp × Tp має дикий
зображувальний тип, оскiльки
Tp × Tp/J ′ = Sp × Sp ∪ {0} ⊃ Cp × Cp ∪ {0},
де J ′ — iдеал необоротних елементiв, Sp — симе-
трична група (ми використали вiдомий факт, що з
дикостi пiдгрупи випливає дикiсть групи).
У цiй статтi буде доведена наступна теорема.
Теорема 1. Задача про опис зображень напiвгрупи
T2 × T2 є дикою задачею.
Напiвгрупа T2 × T2 та її задання твiрними
та спiввiдношеннями
Напiвгрупа T2 породжується елементами
{f0, f1, f2}, для яких виконуються наступнi спiв-
вiдношення:
1) f0 є одиницею, тобто f0fi = fif0 = fi,
де i = 0, 1, 2;
2) f21 = f0;
3) f22 = f2;
4) f1f2 = f2.
Легко перевiрити, що напiвгрупа, яка породже-
на елементами {f0, f1, f2} та спiввiдношеннями
1–4 має чотири елемента {f0, f1, f2, f2f1}, а отже,
iзоморфна напiвгрупi T2.
Таким чином, напiвгрупа T 22 = T2 × T2 поро-
джується такими елементами:
a10 = (f1, f0), a20 = (f2, f0),
a01 = (f0, f1), a02 = (f0, f2), a00 = (f0, f0),
з такими спiввiдношеннями:
(A) a00 — одиниця, тобто a00ai0 = ai0a00 = ai0,
a00a0i = a0ia00 = a0i, де i = 0, 1, 2;
(B) комутацiя: ai0a0j = aj0a0i, де i, j = 0, 1, 2;
(C) a210 = a
2
01 = a00;
(D) a220 = a20, a
2
02 = a02;
(E) a01a02 = a02, a10a20 = a20.
Задача про опис зображень напiвгрупи T2 × T2
Розглянемо тепер довiльне зображення напiв-
групи T2 × T2, тобто вiдповiднiсть, яка ставить
кожному елементу напiвгрупи матрицю порядку
n. Оскiльки зображення є гомоморфiзмом, то во-
но однозначно задається образами твiрних, i для
образiв твiрних виконуються тi ж спiввiдношення,
що виконуються у напiвгрупi. Умова еквiвалентно-
стi зображень дозволяє нам змiнювати матрицi в
кожному фiксованому зображеннi — зводити їх до
зручного для нас вигляду (наприклад, до дiагональ-
ного вигляду, або до Жорданової форми).
На першому кроцi приведемо матрицю, що вiд-
повiдає елементу a00. Оскiльки a200 = a00, то ма-
трицю можна звести до такого вигляду:(
E 0
0 0
)
.
Пiсля цього зi спiввiдношень (A) буде ви-
пливати, що матрицi, вiдповiднi елементам
a10, a20, a01, a02 мають, вiдповiдно, такий вигляд:
(
A10 0
0 0
)
,
(
A20 0
0 0
)
,
(
A01 0
0 0
)
,
(
A02 0
0 0
)
,
причому виконуються такi спiввiдношення:
(B’) комутацiя: Ai0A0j = Aj0A0i, де i, j = 1, 2;
(C’) A210 = A
2
01 = E;
(D’) A220 = A20, A
2
02 = A02;
(E’) A01A02 = A02, A10A20 = A20.
Оскiльки поле k має характеристику два, в ньо-
му справедлива рiвнiсть (a + b)2 = a2 + b2. От-
же, спiввiдношення (B’) можна переписати так:
(A10 + E)2 = 0, (A01 + E)2 = 0, (D’) можна пере-
писати так: (A01 + E)A02 = 0, (A10 + E)A20 = 0.
Уведемо наступнi матрицi: M01 = A01 +E, M10 =
= A10 +E, M20 = A20, M02 = A02. Для них вико-
нується:
(α) комутацiя: Mi0M0j =Mj0M0i, де i, j = 1, 2;
(β) M210 =M
2
01 = 0;
(γ) M220 =M20, M
2
02 =M02;
(δ) M01M02 = 0, M10M20 = 0.
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Для доведення того, що остання задача дика, ми ви-
дiлимо серед усiх зображень цiєї задачi деяку пiд-
множину, яка знаходиться у взаємно-однозначнiй
вiдповiдностi iз зображеннями iншої задачi, яка є
дикою.
А саме, розглянемо наступний клас зображень
M(X,Y, Z):
M10(X) : M01(Y, Z) : 0 0 0 00 0 0 00 0 0 0
0 0 0 X
 ,
 0 0 0 00 0 0 00 0 0 Z
0 0 0 Y
 ,
M20(X) : M02(Y, Z) : E 0 0 00 E 0 00 0 0 0
0 0 0 0
 ,
 E 0 0 00 0 0 00 0 E 0
0 0 0 0
 .
Виконання умов (α − δ) буде означати викона-
ння наступних умов для матриць X,Y, Z:
(α′) ZX = 0, Y X = XY ;
(β′) X2 = 0, Y 2 = 0, ZY = 0.
Лема 1. Два зображення M(X,Y, Z) та
M(X¯, Y¯ , Z¯) еквiвалентнi тодi i лише тодi, ко-
ли iснують невиродженi матрицi U, V такi, що
U−1XU = X¯, U−1Y U = Y¯ , V −1ZU = Z¯.
Доведення. За означенням два зображення
M(X,Y, Z) та M(X¯, Y¯ , Z¯) еквiвалентнi тодi i ли-
ше тодi, коли iснує невироджена матриця S, для
якої
S−1M10(X)S =M10(X¯), S−1M20S =M20,
S−1M01(Y, Z)S =M01(Y¯ , Z¯), S−1M02S =M02.
Iз S−1M20S = M20, S−1M02S = M02 випли-
ває, що матриця S має такий вигляд:
S =

S1 0 0 0
0 S2 0 0
0 0 S3 0
0 0 0 S4
 .
Iз того, що S — невироджена матриця випливає,
що матрицi S1, S2, S3, S4 невиродженi. Покладемо
U = S4, V = S3, тодi iз рiвностей S−1M10(X)S =
M10(X¯), S−1M01(Y,Z)S = M01(Y¯ , Z¯) одразу ви-
пливає твердження леми.
Таким чином, пiдмножина зображень вигля-
ду M(X,Y, Z) знаходиться у взаємно-однозначнiй
вiдповiдностi iз зображеннями в задачi про опис
з точнiстю до еквiвалентностi трiйки матриць
(X,Y, Z), для яких виконуються спiввiдношення
(α ′, β′), а еквiвалентнiсть задана так: двi трiйки
(X,Y, Z) та (X¯, Y¯ , Z¯) є еквiвалентними тодi i ли-
ше тодi, коли iснують невиродженi матрицi U, V
такi, що U−1XU = X¯, U−1Y U = Y¯ , V −1ZU = Z¯.
Позначимо цю задачу (∗).
Лема 2. Задача (∗) є дикою задачею.
Доведення. Зауважимо, що множення злiва (спра-
ва) матрицi X на оборотну матрицю S рiвносиль-
не послiдовному виконанню елементарних пере-
творень над рядками (стовпцями) матрицi X .
Вiдомо, що якщо пiсля введення додаткових
спiввiдношень для матриць, задача буде дика, то
дикою була i початкова задача. Таким чином, ми до-
дамо наступнi спiввiдношення XY = 0, Y X = 0,
XZ = 0, Y Z = 0.
Спочатку в об’єднанiй матрицi
P =
(
X
Y
)
видiлимо максимальну кiлькiсть лiнiйно незале-
жних стовпцiв у матрицi P , привiвши її таким чи-
ном до такого вигляду (матрицю Z роздiлимо на
смуги вiдповiдно до подiлу матриць X та Y ):
P =
0
0
0
0
Y1
Y0
X1
X0 }
Y
}
X
Z =
Z1
Z3
Z2
Z4
З умов (α ′, β′) випливає, що X0 = Y0 = Z4 =
0, Z3 = 0. I ми додатково припускаємо, що Z2 = 0.
Отже, ми отримали задачу про класифiкацiю че-
твiрки матриць (X1, Y1, Z1), мiж якими вже немає
нiяких алгебраїчних спiввiдношень. При цьому двi
такi четвiрки (X1, Y1, Z1) та (X¯1, Y¯1, Z¯1) є еквiва-
лентними тодi i лише тодi, коли iснують невиро-
дженi матрицi U1, U2, V такi, що (X¯1, Y¯1, Z¯1) =
(U−12 X1U1, U
−1
2 Y1U1, V
−1Z1U1).
Така задача є задачею про опис зображень та-
кого сагайдака: q q qj*ﬀ
Така задача дика (див. [5], [6]).
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REPRESENTATIONS OF SEMIGROUP T2 × T2 OVER THE FIELD OF
CHARACTERISTIC TWO
This article devoted to the modular representations of the semigroup T2 × T2. This work prolongs investi-
gations of scientists Bashev V. A., Bondarenko V. M., Brenner S., Drozd Yu. A., Kruglyak S. A. in the theory of
modular representations groups. It is proved that T2 × T2 is of the tame type.
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